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経済時系列分析に応用される
確率過程に関する一考察
小林和司
一一《論文要旨》
経済時系列分析では，経済変数の時系列データを，確率過程を構成する確率変数
の実現値とみなしている。その確率変数に関する確率分布は，確率空間を構成する
標本空間の部分集合族を定義域とする関数によって与えられるけれども，その標本
空間については具体的な要素が定義されないまま分析が行われるのが一般的である。
本論では，標本空間を定義した上で経済時系列分析を行う枠組みを提案する。すな
わち，t日末時点の生存者を標本点とするように標本空聞を定義することで，出生
と死亡を確率空間上において議論できる。また，t日末時点の生存者の部分集合族
が経済主体の集合に相当するので，任意の経済主体について，t日末時点の構成人
員を標本点とする標本空間を考えると，労働の移動を確率空間上で議論することが
可能になる。さらに，t日において経済主体が受け取った金額と支払った金額を与
える資金移動関数を定めると，こうした関数の時系列モデルを考えることにより，
資金の移動も議論することが可能となる。
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はじめに
確率過程は確率論における最も重要な概念であるω。「確率論の萌芽は 17
世紀中噴のフェルマとパスカルの賭けの理論に既にみることが出来るが，確
率の概念を公理化して，確率論を数学の一部門にしたのはコルモゴロフ
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(Kolmogorov)である」ω。「確率論の諸概念，問題は，偶然現象 たと
えばサイコロを投げる，あるいは雑音を伴う通信等一ーから派生したものが
多いj<3)。
他方.1時系列分析の歴史は長いが，その近代における考案者は英国の統
計学者G.U. Yuleであると言われている。 Yuleは1920年代に，太陽黒点
の数の変動に対して，簡単な時系列モデルをあてはめることを考え，それが
極めてうまくいくことを発見したJ(九「その後，時系列分析は第二次大戦時
には，弾丸の軌跡の予測や通信における雑音(ノイズ)の処理などの軍事目
的に関連して，スペクトル解析を中心に研究が進歩したj<九スペクトル解
析と確率過程の関わりは，信号によって説明される。
時刻 tにおける確定的信号 xCt)が 2つの正弦波 Zj(t)= sin(θt)と
Z2(t) = sin(2Dt)の線形結合として
x(t) = AjZj(t)+A2z2(t) 
と書けるとしよう(九ここで， θはZj(t)の角周波数(単位はラジアン)で
あり.Zj(t)の周期を 2T.周波数をfとすれば.2T=1/f=2π/θが成り
立つ。
線形結合する正弦波の種類を O周期. 1周期. 1/2周期. 1/4周期，…と
増やしていき，振幅Anだけでなく位相差九も加えて余弦で表すと，
x(t) = Ao+ I An cos(nθt一九〕
となり(1)さらにι=An COS φn' bn = Aηsin φn'α。=A。とおいて変形す
れば，
x(t) = I an cos(nDt) + I bn si山 1θt)
というフーリエ級数展開を得る (8)が，これはさらに複素数を用いて，
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x(t) = I:hneinet 
と書き換えられる(的。ただし，
r(αn-ibn)/2 = Ane-on; n > 0 
hn = ~α。 = Ao; n = 0 
l (αn+ibn)/2 =λ/勺 n< 0 
であり， An = A1nl/2， an =α-n' bn = b_nである。
この x(t)が周期関数でない一般の場合を考えるときには，角周波数を連
続的にとって， Aと表記する。そして非周期間数x(t)を離散的な角周波数
の式によって近似し，周期を T→∞とすれば，
的)=2とJ二内J:oX(S)内 s
という表現を得るoヘ
上式右辺において角周波数Aに依存する項をまとめて
h(A) = J二xCt)e-iAtd 
とおけば，これは角周波数Aにおける xCt)の成分を表しており，信号xCt)
の周波数領域での性質を表しているとも言える。この h(A)をx(t)のスペ
クトルと呼ぶOIl。
次に信号x(t)の振動した分をエネルギーとみなして，その全エネルギーを
J二x(t?dt
で測ることにすれば，パーシパルの等式により
J:o x(t)2dt = L J二Ih(}.) 12dA 
一回 t.71 υ 
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が成り立つ(12)ので， 1 h(λ) 12は信号x(t)のある角周波数Aにおけるエネル
ギーを表していると考えてエネルギースペクトルと呼ぶ。そして，時刻
[-T， TJにおける信号x(t)のエネルギースペクトル 1hT(}.) 12を時間区間
の長さ 2Tで割り，それを T→∞とした極限
1 hT(λw p(え)= lim -'...:一一一一一
T→∞ 2T 
をパワースペクトルもしくはパワースペクトル密度関数という(問。
ところで，信号x(t)とスペクトルh(}..)との関係を
山)= -J-Joo__ h(.lJ内 A;::πυ 山
と表すと，これをステイルチェス積分を用いて
山)= n1ーに山H().)
己πu一山
と書くことができる。ここでdHo.)は，角周波数λを微小量dえだけ変化
させたときのスペクトルの変化量であると考えられるので，これと同様にし
て角周波数を微小量だけ変化させたときのパワースペクトルの変化量を
dP().) = 1 dHo.) 12 
と表すとき，Po.)をパワー スペクトル分布関数と呼ぶ(1，)。
この関数P(}.)は，P(+∞)が必ずしも lにならないことを除けば，確率
分布関数の性質を満たしており，パワースペクトルPo.)がすべての Aにつ
いて連続である場合には，
P(え)= f~∞ ρ( r)dτ 
という関係も成り立つ倒。
従って， r確定的信号x(t)のスペクトルh(}.)は，周波数の異なる正弦波
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の成分の，周波数上での分布を表している。これは見方を変えれば，x(t)が
時間領域 (timedomain)での信号の表現(各時刻tにおける値の表現)で
あるのに対し，スペクトルは周波数領域 (frequencydomain)における信
号の表現(各周波数Aにおける値の表現)であると考えることもできるJ<へ
また，信号が確定的ではなく，定常確率過程を構成する確率変数である場合
にも同様の考え方に基つ*いてパワ一スぺクトルやパワ一スぺクトル分布関数
を定義することができる配(げ
スぺクトル解析は時間領域の分析に馴染みにくく，経済時系列分析に広く
利用されるには至らなかったが， Box & Jenkins (1970)において自己回帰
移動平均 (ARMA)モデルの時間領域での簡便な推定法が示されて以来，
経済時系列分析に確率過程が積極的に応用されるようになり今日に至ってい
る(8)。
本論は，経済時系列分析に応用される確率過程を新たな視点から考察する
ものである。数学が定義するところによれば，確率過程は確率変数の系列で
あり，確率変数は確率空間上の可測関数であり，確率空間は標本空間とその
空間上の σ加法族とそのσ加法族から区間 [0，1]への関数から構成される。
そして標本空間は，試行ないし実験によって実現する可能性のある結果すべ
てから成る集合と定義される。
数学においては，標本空間の要素についてそれ以上定義されておらず，ま
た数学としてはそれ以上定義する必要はないであろう。それに対して確率過
程を経済時系列分析に応用する場合，標本空間は集合であれば何でもよいと
いうわけではなく，数学における定義に加えて何らかの意味が付与されてい
るはずである。しかしながら，筆者の知る限り，標本空間に関して具体的な
定義を与えることなく経済時系列分析が行われるのが一般的である。
そこで，本論においては具体的に標本空間を定義して経済時系列分析を行
う原型となるモデルを提示することを試みた。以下， 1節において数学にお
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ける確率過程と関連諸概念の定義を確認した後， 2節において現代の経済時
系列分析において確率過程がどのように応用されているかを調べ， 3節にお
いて標本空聞を定義して経済時系列分析を行う枠組みを提示する。
1節確率過程の定義
ここでは，伊藤(1992)と属国・生駒 (2004)による定義を引用して，両
者を比較しながら確率過程と関連諸概念の定義を確認しておく。
伊藤(1992)は確率過程を以下のように定義している。
「確率過程は，時とともに変動する偶然現象をあらわすための数学的概
念で，確率変数の系
{Xt(ω)， t E T} (ωE (Q， P)) 
として定義される。ここで Tは時間域とよばれ，観測時点の集合をあ
らわしているJ<則。
iXt(ω)は見本点ωが実現されたときに，時点 tでの観測値であって，
ある位相空間Eの中の点で表される。 Eは状態空間と呼ばれる。普通
EとしてはRn(n = 1， 2…) (n次元ユークリッド空間:筆者註)をと
るが， もっと一般の位相空間でもよL、。 {Xt(ω)，t E T}を確率過程と
いうときには“おのおのの tに対して，Xt(ω)はE値位相確率変数
(すなわち Xt:Q→ Eが可測g;(P)/.9d (E))"と仮定するJ<2ヘ
このように，確率過程は確率変数の系列であるので，確率過程の定義を議
論するためには，確率変数の定義も検討しておかなければならなL、。そこで，
まず上記の定義に登場する記号などの意味を伊藤(1992)に沿って明らかに
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しておきたい。
何らかの試行による結果を見本点といい，見本点の全体の集合を見本空間
と呼び，Qで表す(2九試行の結果として，Qの部分集合Aに属する見本点
が出現することを事象Aが起こるといい，事象Aが起こる確率をP(A)と
書く。そして，Pは次の性質をもつものとする倒。
(P.n P(A) 二三 O 
(P.2)互いに素な部分集合A)，A2 に胤対してPCQ)A
(P.3) P(Q) = 1 
性質(P.l)と(P.2)を満たす集合関数を測度といい，さらに性質(P.3)も満たす
ときには確率測度という仰ので，確率を与える関数Pは確率測度と呼ばれる。
伊藤(1992)はQ にPを添えたものを確率空間と呼び，(Q， P)と書いて
いる。また。 Q上で定義された関数X/ω)に「可測fO(P)/タ (E)Jとい
う仮定をおいたものを，確率空間 (Q，P)上の確率変数と定義しているが，
この仮定を理解するには，若干の準備が必要である。
確率空間を構成する確率測度Pは確率を与える関数であるが，その定義
域をfO(P)と書いて，次の条件を満たすものとする(刊。
(σ.1) Q E fO (P) 
(a.2) B E fO (P) =今BC(=Q-B)εfO(P) 
(σ.3) Bn E fO (P)(n = 1， 2，…〉今 UBn E fO (P) 
この 3条件を満たす集合族は Q上のo加法族と呼ばれるが，位相空間E
上の U加法族については，以下のことが知られている。
Eの任意の部分集合族Sに対して， Sを含むE上のσ加法族の中で最小
のものが一意的に存在する。これを a[S]と書いて， Sから生成されるE上
のO加法族という。ここで最小とは， Sを含むE上の任意のo加法族Bに
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対して.o[SJ C Bが成立するということをいう倒。
今，位相空間Eの部分集合族として開集合族を考える。開集合族が与えら
れた集合を位相空間と呼ぶので.Eに関する開集合族は必ず存在する。 Eに関
する開集合族とは，次の4つの性質をもっEの部分集合族Oのことを指す。
(0.1) An E O(n = 1.2.…)今 UAnE 0 
η= 1 
(0.2) Al' A2 E 0ニ争 Al円A2E0 
(0.3) E E 0 
(0.4)ゅεo (ゅは空集合)
このEに関する開集合族Oから生成される σ加法族をEのボレル集合族
といい，伊藤(1992)は.9J(E)と書いている。そしてEの部分集合でかつ
タ (E)に属するものをEのボレル集合という (2九
さて，確率過程を構成する関数Xtが可測IO(P)/タ (E)であるとは，
関数の値域Eの任意のボレル集合Aに対して，その逆像が当該関数の定義
域Q上のo加法族に属すること，すなわち
A E .9J (E)ニ争 Xt-1(A)E iO (P) 
が成立することをいう。ただし.Xt-1(A) = {ωEQ; Xt(ω) E A}である。
それでは次に，属国・生駒 (2004)による確率過程の定義を引用する。
「各時刻 t(ET)ごとに X(t)は，確率空間 (Qt.5;. Pz)上の(たとえば
実数値をとる)
X(t):仏→R1
可測関数と考えJ<目)る。贋田・生駒 (2004)は，この可測関数を確率変数と
定義した上で.I確率変数の時間パラメータに関する族J<加
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{X(t) I tεT} 
として確率過程を定義している (29)。
伊藤(1992)の定義と比較するにあたり，まず上記の定義に登場する記号
などの意味を明らかにしておきたL、。
3可が Qt上の σ加法族として与えられているとき，(Qt，耳〉を可測空間
という。そして寓上で定義された関数Rが， 3可の任意の要素A等に対し
て条件(P.l)， (P. 2)， (P.3)を満たすとき， 3つの組 (Qt' 30;， 1引を確率
空間という(叩)。
また，Qt上の実数値関数Xに関して，任意の 1次元ボレル集合Aの逆像
が当該関数の定義域Qt上の o加法族に属するとき，すなわち
A E 88 (R1) =争X-1(A)E 30; 
が成立するとき，Xは(馬一)可測関数と呼ばれる。そして，確率空間上の
可測関数を確率変数という。
さて，伊藤(1992)の定義と比較すると，まず確率空間の表現が異なって
いることがわかる。確率空間の先頭に来る「試行の結果全体からなる集合」
について，伊藤(1992)は「見本空間」と呼んでいるのに対し，鹿田・生駒
(2004)は「標本空間」と呼んでいる。これは単にsampleをどう訳すかとい
う問題であるので，最近の文献にならって削以下では標本空間という表現に
統一する。従って， I見本点」とLサ表現も以下では「標本点」と表記する。
次に，確率空間自体の表現も異なっている。伊藤(1992)は標本空間と確
率測度の組 (Q，P)として表現しているのに対し，鹿田・生駒 (2004)は標
本空間，。加法族，確率測度の組 (Qt' 30;， Pt) として表現している。
ここで耳は Qt上のσ加法族であり，かつ確率測度Rの定義域である。一
方伊藤(1992)のいう CjJ(P)は確率測度Pの定義域であり，かっ Q上の U
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加法族である。従ってiO(P)とRは数学的に同等であり，確率空間を表
記するにあたってこれを明示しているのが贋田・生駒 (2004)の表現で，明
示していないのが伊藤(1992)の表現であると考えられる。そこで以下では
最近の文献にならう形で属国・生駒 (2004)の表現に統一する。
さらに，確率変数の定義も異なっているように見える。伊藤(1992)は確
率変数Xt(ω)を，標本空間 Qを定義域とし値域を位相空間Eとする関数で
あり，任意の tに対してXt(ω〉は可測.CO(P)/タ (E)であると仮定する。
他方属国・生駒 (2004)は確率変数X(t)を，標本空間 Qtを定義域とし値
域をたとえばユークリッド空間Rとする関数であり，確率空間(Qt，3f;， Pt) 
上の可測関数であると定義している。
しかしながら，n次元ユークリッド空間は位相空間の特殊な例であること
を考慮すれば(3ペ確率変数が標本空間を定義域とし位相空聞を値域とする
関数であるという点，及び標本空間のすべての点において関数が定義される
とは限らないという点，さらには値域のボレル集合の逆像が標本空間上の。
加法族に属するような領域において確率変数が定義されるという点において
両者は一致している。従って両者の定義は数学的に同等であると考えられる
が，以下では最近の文献に倣う形で，確率変数は確率空間上の可測関数であ
るという定義に統一する。
最後に標本空間については，伊藤(1992)がQと表記し，鹿田・生駒
(2004)は仏という表現を採用している。これは単純にどちらでもよいとい
う話ではなく，少なくとも以下に挙げるような 2つの解釈が可能であると思
われる。
(第一の解釈) Q = Qt; t εT 
(第二の解釈) Q = IQt 
tE T 
ここで掛け算は直積を表す。
第一の解釈は，添字の tを省略して表現していることになり，確率空間
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(Qt， .s有， ~)のことを単に(Q，タ: p)と表現しているに過ぎないという解
釈である。したがって，標本空間は時点tに依存することになる。
第二の解釈は，Qはtに依存しないという解釈である。 (Qt，5;，~); tεT 
という確率空聞が与えられているとき，それらの直積によつて作られる
(VT Q仏t> I耳 II?
t巴 T tE T 巴 T
2節 経済時系列分析における確率過程
本節では，経済時系列分析において確率過程がどのように応用されている
かを概観する。
「経済時系列分析は古くて，新しい分野である。というのは，経済時系列
データに関する分野は，古くは経済学ないしは経済史における景気循環論の
一部として，過去の長期経済時系列データの分析として行われてきたからで
ある」刷。「しかし， 1970年代以降における経済時系列分析は，確率過程論
の成果を積極的に取り入れるようになった点で，それ以前の経済時系列分析
とは異なっているJ(35)。その鴨矢となったのは， Box & Jenkins (1970)で
あろう(制。
現代の経済時系列分析では，経済変数Uに関する l組の時系列データ
{Yl*' Y2*'…， YT*}が得られたとき ，y/(t= 1，2，…， T)を確率変数
ytCt = 1， 2，…， T)の実現値とみなす(訂)。そしてデータを生ぜしめた確率過
程 {Yl'Y2'…， YT}の背後にある変動構造をモデルとして表現することによっ
て，その確率過程の性質を統計学の手法を用いて分析し，経済現象の記述や
予測・制御に役立てようとする制。
このモデル化にあたり，定常性という概念が基本となる (39)。定常性とは，
確率過程 {Yl'Y2'…， YT}を構成する確率変数の同時確率分布が時間軸の平
行移動に対して変化しないことを意味する「強定常性」と，この条件を少し
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緩めて期待値，分散，共分散のみに不変性を要請する「弱定常性」という 2
つの概念によって説明される(叫が，通常の時系列分析では弱定常性をもっ
て定常性とする仙ので，以下本論でもそれに倣うことにする。
Box & Jenkins (1970)以前の時系列分析手法と言えばスペクトル解析が
中心であって，彼らの功績のひとつは，分析上の議論を周波数領域から時間
領域に戻したことにある(制。確率過程を構成する確率変数同士の共分散(自
己共分散)を係数とするフーリエ級数によって作られるパワースペクトル密
度関数を角周波数の関数とみることで，時系列を様々な周期成分の合成され
たものとしてとらえ不規則変動を分析しようとするスペクトル解析仰は，定
常性を満たす確率過程の分析を基本としていた(叫。これに対抗する形で， Box 
& Jenkins (α19引70的)は時間を明示的に扱う自己回帰移動平均 (ARMA)モデ
ルの実用性を説いたのである(附4“叫5日}
次数 (ωp，q)の自己回帰移動平均 (ARMA(P， q))モデルは，p次の自己回
帰 (AR(P))モデルと q次の移動平均 (MA(q))モデルから成り，一般に
Yt-alYt-l-a2Yt-2-".-apYt-p =μ+ut-b1utーl-b2ut-2-…-bqut-q 
と表される。ここで， μ，a;Ci = 1， 2，…，p)， b/j = 1， 2，…， q)は未知パ
ラメータ(定数)であり，ut-k(k = 0， 1，…， q)は，期待値E(ut-k)= 0，分
散 V(Ut-k) = 0
2 
(均一)，共分散 COV.(Ut-m，U門)= O(m =1 n; m， n = 
0， 1，2，…， q)の誤差(確率変数)であり，ホワイトノイズと呼ばれる。ホワ
イトノイズ過程 {Ut-k}(k = 0， 1，…， q)は定常性を満たす。
ARMA (p， q)モデルが定常性を満たす条件は， AR (p)部分の特性方程式
1-αlz-a2z
2ー・・・-apzP= 0 
のすべての根が絶対値で lより大きいことである (4九このとき {Yt}が従う
確率過程は，定常ARMA過程と呼ばれる。
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現実には経済時系列が定常性を満たすとは限らないので，非定常の場合の
モデルもいろいろ提案されている。非定常時系列を定常化するという観点か
ら開発されている主なモデルには， d階の階差印7)をとった系列 {.ddyt}が定
常ARMA過程に従うと考える ARIMAモデルや，季節性を考慮に入れた
ARIMAモデルである SARIMAモデル，さらにはd回差分(48)をとった系列
{.ddyt}が定常ARMA過程に従うと考える ARFIMAモデルがある(胡)。
他方，非定常過程を直接表現するモデルとしては， トレンド定常モデル，
単位根モデル， GARCHモデル， SVモデルなどがある。
トレンド定常モデルは，経済時系列が傾向変動，循環変動，季節変動，不
規則変動に分解されると考えたときに，傾向変動(トレンド)を考慮したモ
デルである。具体的には
Yt = CO+C1t+φlYt-l + rt2Yt-2+…+ゆpYt-p+Ut
という形式をとるが，誤差Utはホワイトノイズではなく ，lID(O， 02)過程
に従うと仮定される側。すなわち，任意の tに対して E(ut)= 0かっ
V(Ut) = 02であり，すべての tに対して確率分布が同一で，独立である。
単位根モデルは，単位根を持つARモデルである。例えばAR(l)モデル
Yt = rtYt-l+Ut; Ut - IID(O， 02) 
において，特性方程式の根カが1汀1，すなわちゆが lである場合にキ相目当する(側5日ωI)
誤差u叫tについては，正規分布に従うことも要請することがある (5九
GARCHモデルと SVモデルは，ボラティリティーの変動をモデル化した
ものである。経済変数めが
Yt = E(y/ I 1'-1) +Et 
のように， t-1期に利用可能な情報1'-1に基づき予測可能な部分と予測不
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可能な部分に分けることができるとして，予測不可能な部分が
et = OtZt; Ot > 0， Zt -IID(O， 1) 
と表されるとき，Ot2もしくは Otをボラティリティーという側。
GARCHモデルは期のボラティリティーofをt-1期に値が既知であ
る変数だけの関数として，
σ.2ω+2320fJ2α1Ef-j 
と表される(剖〉。ここで， ωは正，siとαjは非負の未知パラメータ(定数)
である。
svモデルは，ボラティリティ-dの自然対数値の変動をt期の誤差項を
追加して定式化したものであり，
ln(σt2) =μ+ゆ{ln(Ot2_1)一μ}+ηt
と表される(ヘここで，誤差ηtは正規分布に従い，かつIID(O，σ;)とする。
μ， if;， 0;は未知ノTラメータである。
また，金融市場における資産価格の分析においては，マルコフ過程やマル
チンゲール過程が仮定されることも多く，時点を連続量と捉えてブラウン運
動過程を仮定することもある(冊。
マルコフ過程は，現時点の値が l期前の値のみに依存するという性質をも
っ確率過程であり(ベ
E(Yt I Yt-l' Yt-2'…， Yl) = E(Yt I Yt-l) 
と書くことができる。
マルチンゲール過程は，本来2つの確率過程{め}と {Zt}(t = 0， 1， 2，…) 
が与えられたときに，すべての tに対して
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E(I!ん1)<∞ 
E(Yt+l 1ZO' ZI'…， Zt) = Yt 
が成立するとき， {仏}は {Zt}に関してマルチンゲールと呼ぶ(闘が，ここで
は {Yt}と {Zt}を同一視して，
E(y削 1Yo， Yl'…，y) = Yt 
を満たすような確率過程{切Yt}のことを指している〈側5目朗9的)
ブラウン運動過程とは，確率過程 {Yt}(t三0)が
(B.l) t> 0に対して，増分 {Ys+t-Ys}~ N(O，σ2[) 
CB.2)すべての排反な時間区間における増分は独立
(B.3) {Yt}の経路はすべての時点で連続
を満たすことをいう (60)。
最後に，多変量モデルについてみておきたい。「経済システムの変動は主
要な要素の相互依存関係に起因することを考えると，多変量モデルを構築す
ることが必要であるJ(6九AR(p)モデルをn変数に拡張したρ次のベクトル
自己回帰 (VAR(ρ))モデルは， I経済時系列の確率変動を分析する際にき
わめて有益な出発点」闘である。
VAR(ρ)モデルをYl'Y2'…， Ynという n変量を用いて表現すれば，
Ylt¥ π'k，ln¥ /Yl，t-k 
+2九 πω ¥1 Y2，t-k ¥+ 
k= 1 
1πk， nl πk， n2 π九m
となるが，これらの行列に記号をつけて
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R=暫+2昨日+εt
と書いておく刷。ここで誤差も n変量に増えたわけであるが，任意の
iCi = 1，2，…， n)に対して eit~ IID(O. Oi2)とし，かつ正規分布に従うもの
とするが，n変量の誤差同士の関係を表す分散共分散行列島ε;('は転置)
の非対角要素に対しては特に仮定をおかない(剖)。
{Y)が定常性を満たす条件は，Zの多項式行列
In一1I1z-12z
2 …ー-IpzP (In はnXnの単位行列)
の行列式をOとおいた特性方程式において，すべての根が単位円の外にある
ことである刷。
{Y/}が定常性を満たさない場合に開発されたモデルには，誤差修正モデ
ル (ECM)がある。 n次元列ベクトル b1によって作られる l変量時系列
{b~Y/} が定常性を満たすとき b1 は Yt の共和分ベクトルと呼ばれるが，今
互いに独立な r(sn)個の共和分ベクトルがあるものとし，それらから作ら
れる行列を B= [b1 b2… brJとする。このとき， ECMは
L1Yt = W + AB/Ytー1+f1L1Ytーl十…+九一lL1Yt-P+l十εt
と表される(ぺここで dは階差演算子であり， H= IJ2Hz，巳=
-t 11/件以 ，p)， AB' = 1である。 作 l
j = i+l 
3節標本空間の解釈
これまで 1節において，確率過程は確率変数から構成されること，確率変
数は確率空間上の可測関数であること，確率空間は標本空間とその空間上の
σ加法族と確率測度から構成されること，確率測度はその G加法族から区間
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[0， 1]への関数であること，そして標本空間は確率変数の定義域であること
を確認した。また 2節において，経済時系列分析に応用される確率過程を構
成する確率変数は経済データが実現値となるように設定されたものであるこ
と，また確率過程は，モデルの定式化とモデルにおかれる仮定，すなわち経
済変数の時系列に対する仮定や誤差の確率変数としての性質に対する仮定に
依存していることをみてきた。
これらのことからわかることは，経済時系列分析において確率過程を構成
する確率変数の定義域となる標本空間がどのような要素から構成されるかと
いうことを具体的に定義することなく分析が行われているということである。
数学においては標本空間について説明する必要はないであろうが，これを
経済時系列分析に応用するにあたっては，具体的に標本空聞を定義した上で
それに基づいて分析を行うというアプローチがあってもよいのではなかろう
か。こうした問題意識のもとで，以下においてそうしたアプローチのひとつ
の原型を提示する。
経済活動が行われる基盤となる社会において，人類の出生と死亡を伊藤
(1992)の言う「偶然現象」とみなせば，t日末時点において生存する人々
の集合は， r標本点」と考えることができる。すなわち，
Qt= {t日末時点に生存する人々}
L1*Qt= {t日に生まれる可能性のある人々}
という集合を定義すれば，Qt-lに属する人々の中で何名かは t日に死亡する
可能性があるので，Qtは和集合 (Qド lUL1*Qt)の部分集合であることになる。
そこで和集合 (Qt-1UL1勺 t) のすべての部分集合から成る集合(ベキ集
合)~(Qt-1U L1 *Qt) を考えると，これを標本空間としたとき，その任意の
要素が「何らかの試行による結果」として得られる「標本点」であり，特定
の標本点がt日末時点において生存する人々の集合を表すことになる。
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l節の表記にならえば， この確率空間は (~{Qt-1U L1 *Qt}， ~2 {Qt-1U 
L1*QtL Pt) と書くことができる。ただし，~2 {Qt_1U L1 *Qt} は標本空間上の
U加法族であるが，標本空間の要素の個数が有限である場合のσ加法族は標
本空間のベキ集合になる(問。この確率空間上では，以下のような確率変数を
考えることができる。
町:~(Qt-lU L1 *Qt) → R (t日末時点における総人口)
Xt : ~(Qt-1U L1 *Qt) → Rm ct日末時点における男性の年齢別人口〉
耳 :~(Qtー lU L1 *Qt) → Rm ct日末時点における女性の年齢別人口)
Z/ = Xt+"Ye) : (t日末時点における年齢別人口)
上記4つの確率変数は，和集合 (Qt-lU L1 *Qt)のベキ集合を定義域とする可
測関数であり，mは年齢を何階層に区分するかを示す数値である。
ところで，標本空間 ~(Qt-1U L1叩t) から何らかの試行による結果として
得られた Qtについては，部分集合として親族関係にある人々の集合を定め
ることができる。
親族とは，本人から見て血縁のある者(血族)と配偶者と配偶者の血族
(姻族)を指す倒。この親族関係の遠近をはかる基準として親等がある。「そ
のはかり方は，一つの親子関係(世代)を l単位として，その数を計算して
定めるj<刷。従って，たとえば本人と兄弟姉妹の聞は 2親等となる。
ω(E Qt)から見て親族関係にある人々(本人， i親等内の血族，配偶者，
j親等内の姻族)の集合を Ciω}と書くことにすれば，こうした「親族関係
にある人々の集合」の集合は，Qtに関する開集合族をなすと考えられる。
つまり， 1節で述べた4つの性質(0.1)-(0.4)をもっ集合叫の部分集合
族とみなすことができる。その理由は以下のようである。
人類がサルから進化するにあたり共通の祖先をもっと仮定すれば，世界中
の人々は広い意味で血縁関係にあると考えられるので性質 (0.3)が満たされ
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る。またゆを死者の集合と仮定すれば，死者も共通の祖先をもっという意味
で血縁関係にあると考えられるので性質(0.4)も満たされる。さらに結婚
を考えれば， 2つの親族関係にある人々の集合である佐藤家と山田家の共通
部分にあるのは夫婦という配偶関係にある人々の集合であるから性質
(0.2)も満たされる (7九最後に性質 (0.1)については，さまざまな親族も
先祖をたどればどこかで、血がつながっているという意味で満たされる。
こうして親族関係にある人々の集合族は仏の開集合族になるので，Qtは
位相空間となる。つまり，確率変数の値域となることが可能になる。
一方
JKt= {t日末時点に存在する経済主体}
という集合を考えると，経済主体は，家計であれ企業であれ政府であれ人間
の集合であり，その構成メンバーは時聞の経過とともに変化するが，常に Qt
の部分集合のうちの lつに対応する。この構成メンバーの変動を偶然現象と
みなせば， JKtの任意の要素(経済主体)α のt日末時点の構成メンバーは
~(Qt) の要素であり，これが標本点になる。
今日8(Qt) を標本空間とする確率空間 (~{Qt} ， ~2 {Qt} ，αQt)を考える(目)
と，任意の経済主体αに関して以下のような確率変数を考えることができる。
α町:~(Qt) → Qt ct日末時点における経済主体αの代表者)
α町:~(Qt) → R (t日末時点にαに属する人員数)
αXt:!お(Qt)→ R
m (t日末時点にαに属する年齢別男性人数)
α可:~(Qt) → Rm (t日末時点にαに属する年齢別女性人数〉
αZt(=αXt+αり:(t日末時点にαに属する年齢別人数〉
こうした確率空間上においては，人間の経済主体聞の移動を議論すること
が可能になる。これは，単に転職による勤務先の移動のみならず，転居によ
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る居住地の移動も表現していることに注意が必要である。居住地は行政区域
により分割されるが，各行政区域の財政単位も経済主体であるからである。
世界をδ(1)， 0(2)，…， δ(k)という互いに排反な k個の区域に分割した
とき，t日末時点において区域δ(i)に居住する人々の集合を仰)Qtと書くこ
とにすれば，世界標準として使用されている標準時に統ーして考えると，
k 
Qt=リδ(勺 t， S(2)Qtns(勺ゆ (i* j)
が成立する。この it日末時点」をそれぞれの区域の現地時間で考えると，
上式は厳密には成立しないが，確率測度を設定する場合に参考になるデータ
の入手可能性を考慮すれば，現地時間とする方がよいであろう。
次に，経済主体聞の資金移動を表現することを考える。現代の会計基準に
より，帳簿上は黒字であっても資金繰りが悪化して倒産に追い込まれる企業
が少なくないという現実に鑑み，ここでは資金繰りを把握できるように資金
移動を表現することを試みる。
「資金」を決済機能をもっ現金と流動性預金と定義すると，経済主体聞の
資金移動には，経済取引の資金決済によるものの他に，罰金のように強制的
なもの，寄付のように自発的なもの，盗難のように犯意的なもの，誤送金の
ように偶発的なものなどがあり，いずれも t日末時点における経済主体の資
金繰りに影響を与える。特に取引の代金決済は多岐に渡っており，現金決済
のように支払時点と受取時点が一致するものもあれば，貿易取引に伴う手形
決済のように支払時点より前に受取時点が来るようなものもあり，為替によ
る資金移動では金融機関相互間の資金決済により資金の流れが不透明になる。
こうした様々な事情を考慮し，資金移動を表す関数を以下のように定義する(ヘ
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Gt : iKt X iKt→Rh 
+Gt : iKt X iKt→ Rh 
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これら 2つの資金移動関数平Gの定義域は直積集合であり，左側の要素が
支払主体，右側の要素が受取主体を表す。そして，_Gtは支払主体がt日に
おいて支払った金額の合計を表し，+Gtは受取主体がt日において受け取っ
た金額の合計を表すものとする。ここで，hは通貨の種類を表す数である。
つまり外国為替取引において複数の通貨が受払される場合に，あえて一つの
通貨に価値を統一することをしないのである。
経済主体αに関する資金移動を表現するには，この資金移動関数を制限す
る形で
:.Gt : At→ R
h 
:Gt : At→Rh 
という関数を考えることになる。ここで，経済主体αから αへの資金移動
も考慮されているが，具体的には流動性預金の引出しのほか，紛失も受取額
がないという形で含まれる。
また，t日における経済主体αと3の聞の資金移動は関数
:.Gt(β)， :Gt(β)， !.Gt(α)， !Gt(α) 
によって表されるが，これらの関数がどのようにして決定されるかを考える
とき，時系列モデルを当てはめることが考えられる。その場合，関数を決定
する変数として，以前の年における同月同週間曜日の関数値や，直近数年分
の総額といった経済変数に加えて， αとSに属する人々を考慮してはどうか
と考える。
上で定義した確率変数αveを用いると， 2つの集合
{α町二nと {初-s}
はそれぞれ (t-s)日末時点において経済主体αの代表者が代表を務める経
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済主体に属する人々の集合と，(t-8)日末時点において経済主体αの代表
者から見てt親等内にある血族と配偶者とj親等内にある姻族の集合を表す。
こうした集合の直近z日間の履歴を考慮して
、
?
》『
??
??
?
?
《
?、??
? ? ?
?
? ?、??↓?
?
??
〈
?、
《?
? ? ?
?
ならびに，
I {ßv;~;} n I{~jV;-s} 
という積集合の要素を考えると，これらは 2つの経済主体αと3の聞の人的
結びつきを表している。さらに，上で定義した確率変数 α-w;と F町，また αZt
とsZtの値あるいは変動分も関数を決定する上においては考慮する価値があ
るのではないかと考える。
ただし，2つの経済主体αとβが時差のない地域に存在するとは限らない
ので，関数:G/β)における t日末時点といった場合にはαが属する現地時
聞を考え，関数!.Gt(α)における t日末時点といった場合には3が属する現
地時聞を考える必要があるだろう。
また，そもそもこうした受払金額のデータが十分に利用可能であるとは言
えないので，現実には tを月末や年末あるいは年度末などに変更するなり，
月末の値から日末の値を推測することを考える必要も出てこよう。
なお，確率空間 (~{Qt} ， ~2 {Qt} ，αQt)における確率測度αQtは，Qtが与
えられたもとでの条件付確率と考えることもできるが，確率変数α町の値が
関数平Gtに影響を与え，それがひいては確率変数問の確率分布pp-w;-l (0 
は関数の合成)(73)に影響を与えるという形で，より複雑なモデルを考えるこ
ともできる。
いずれにしても，上に述べた人聞の移動と資金の移動に関するモデルは，
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単に転職による経済主体聞の移動のみならず，居住地の移転も考慮しており，
また経済取引の資金決済による資金移動のみならず，経済主体の資金繰りに
影響を与えるあらゆる資金移動を扱っているという点で，経済のみならず社
会を扱うモデルと言えよう。その意味で，確率空間にならって言えば，(Qt， 
)Kt，平Gt) を社会空間と呼ぶこともできょう。
おわりに
本論では，人間の出生と死亡，並びに人間の移動を偶然現象とみなして，そ
れぞれ確率空間 (~{Qt-lU .d ホ Qt}， ~2 {Qt_lU .d *Qt}， Pt) と (~{Qt} ， ~2 {Qt} ， 
αQt)を定義して，その空間上での確率変数を作成した。こうした確率変数
が経済主体聞の資金移動に影響を与えるという形で資金移動金額平Gの時
系列モデルを作成することを提案したわけである。
ARMA(p， q)モデルでは，経済変数以外の確率変数としてホワイトノイ
ズが用いられていた。これは， Woldの分解定理によって，期待値がμの定
常時系列 {Xt}はホワイトノイズ過程 {εJを用いて
不一μ=d(t) + L:bjEt_j 
と表現できる (74)ことが知られていたことによるのであろう。
ホワイトノイズ(白色雑音〉の名前の由来は， Iそのパワースペクトルが白
色光のスペクトルのように波長によらず一定である J75)ことにある。
(1) 伊藤 (1992)225頁参照。
(2 ) 西尾 (2011)1頁。
(3) 向上， 1頁。
(4) 山本(1988)8頁。
( 1051 ) 
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(5 ) 向上， 9頁。
(6 ) 庚田・生駒 (2004)75頁参照。
(7) 向上， 76頁参照。
(8 ) 向上， 7頁参照。
(9 ) 同上， 78頁参照。
(10) 向上， 79， 80頁参照。
(11) 向上， 80， 81頁参照。なお，スペクトルの定義においては，積分記号の前に
定数をつけることもある。
(12) ここで IhCλ)12は，ho.)とその共役複素数との積である。
(13) 鹿田・生駒 (2004)82-84頁参照。
(14) 向上， 82， 84頁参照。
(15) 向上， 84，85頁参照。
(16) 向上， 85頁。
(17) 同上， 88， 89頁参照。
(18) 山本(1988)9貰参照。なお， Box & Jenkins (1970)は広く受け入れられ，
6年後には改訂版も出された。その中では学生向けに練習問題も追加されてい
る。我が国においても Box& Jenkins (1970， 1976)を受けて経済時系列分析
の教科書が多数出版されている。山本(1988)はその代表作と言えよう。
(19) 伊藤(1992)225頁。
(20) 向上， 225頁。
(21) 向上， 41頁参照。
(22) 向上， 3， 4， 42頁参照。
(23) 向上， 42頁参照。
(24) 同上， 41頁参照。
(25) 佐藤(1994)1， 12頁参照。
(26) 向上， 13頁参照。
(27) 庚田・生駒 (2004)49頁。なお，時間域の記号とユークリッド空間の記号
は，伊藤(1992)に合わせた。
(28) 庚田・生駒 (2004)49頁。
(29) 向上， 48， 49頁参照。
(30) 西尾 (2011)30-35頁参照。
(31) 同上書も「見本空間」と表記しているが，同書は第33刷であり，第 l刷発
行は 1978年である。
(32) 志賀(1997，pp.79， 171)によれば，n次元ユークリッド空間は位相空間の
一種であるが，開集合族を与える代わりに，n倒の実数の組全体からなる集合
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内の任意の 2つの要素
x = (Xl> X2，…， Xn) 
Y = (Yl' Y2'…， Yn) 
の聞に位相として以下に定める距離d(x，y)を与えている。
d(x， y) = "/(X1-Yl)2+(X2一百2Y+…+(Xn-Yn)2
(33) 西尾 (2011)48-51頁において，Tの要素の個数が有限である場合と無限で
ある場合について証明がある。
(34) 庚松など (2006)温頁。
(35) 向上， 3頁。
(36) 同上， iv頁，および山本(1988)9頁参照。
(37) 山本(1988)15， 16頁参照.
(38) 刈屋など (2012)6， 7， 19， 20， 93頁参照。
(39) 庚松など (2006)7頁参照。
(40) 刈屋など (2012)30頁参照。なお，庚回・生駒 (2004; p.66)によれば，r 
次のモーメントまでが時間的に変化しないという性質をr次定常性といい，特
に2次定常性を弱定常性という。
(41) 庚松など (2006)151頁参照。
(42) 山本(1988)9頁参照。
(43) 刈屋など (2012)203， 204頁，廃回・生駒 (2004)75-92頁，および庚松な
ど (2006)167頁参照。本論「はじめに」では触れなかったが，自己共分散関
数はパワースペクトルのフーリエ変換によって表される。パワースペクトルを
自己共分散を係数とするフーリエ級数によって表した式が刈屋など (2012，p. 
203)における(1.14. 1)式あるいは庚回・生駒 (2004，p. 91)における(3.152)
式である。
(44) 日野(1994)264頁参照。
(45) 山本(1988)9頁参照。
(46) 廃松など (2006)152， 158頁および山本(1988)27， 28， 46頁参照。
(47) ここで，階差演算子dは，L1y， = Y'-Y'-lと定義される。
(48) ここでのdは実数差分演算子であり，L1y， = (l-B)め=Y'-Y'-lとしたと
きに，ーlより大きい任意の実数dに対して， dd=(1-BY=j2odと定
義される。ここで二項展開の公式より
r(j-dh k-1-d 
7:j = rcul)re:"d) = )J
1
一三一，j = 0， 1， 2，… 
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である(刈屋など (2012，pp.64， 65)参照)。
(49) 庚松など (2006)274， 275貰，山本(1988)115-117頁，刈屋など (2012)63-65 
頁参照。
(50) 刈屋など (2012)108， 109頁参照。
(51) 同上， 109， 110頁参照。
(52) 庚松など (2006)288頁参照。また，同書288-290頁によれば， φ で誤
差がホワイトノイズであるときランダムウオーク過程と呼ばれ，定常性を満た
さなL、。これは以下のようにして確認される。モデルめ=めーI+U，において
右辺にめー1= Y，-2+U，ーlを代入し，さらにめ-2= Y'-3 + U'-2を代入し，とい
う形で (s-1)回代入を繰り返すことにより，モデルはruJ2utzと
書き換えられる。両辺の期待値をとれば， 任意の s(< t)に対して
E(y，) = E(y，_s)が成立する。 ところが分散を計算すると ， V(y，) = 
v(ue J2uJとなるが，Yt-sは(t-s)時点より将来の時点の誤差から
影響を受けないと考えられるので，右辺括弧内の初項と第2項は独立であると
仮定すれば，V(y，) = V(Yt-，) + V(泣U'-i)と変形され，ホワイトノイズの
仮定より，V(Yt) = V(Y，_，)十sa2であるので，分散不均ーとなる。
(53) 刈屋など (2012)143頁参照。
(54) 向上， 143， 144頁参照。
(55) 同上， 150頁参照。
(56) 庚松など (2006)141， 142頁参照。
(57) 向上， 141頁参照。
(58) 木島(1999)73頁参照。
(59) 庚松など (2006)141頁参照。
(60) 木島(1999)131， 132頁参照。
(61) 廃松など (2006)158， 159頁。
(62) 刈屋など (2012)76頁。
(63) 向上， 76頁参照。
(64) 同上， 77頁参照。
(65) 向上， 7， 78頁参照。
(66) 向上， 83頁参照。
(67) 伊藤(1992)67頁参照。
(68) 田中など (2007)13頁参照。なお我が国の民法では，親族を6親等内の血
族と配偶者と3親等内の姻族と規定しているが，このモデルは我が国だけに適
用されるものではないので，親等数については別に定める。
(69) 向上， 14， 15頁。
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(70) 一見するとアフリカのマサイ族と日本の佐藤家という 2つの親族は性質
(0.2)を満たさないようであるが，それぞれの血族の先祖を考えると，どこか
で血がつながっているという意味で性質(0.4)が満たされている以上，性質
(0.2)も満たされる。
(71) ~ (Q，)の要素の個数は有限であると考えられるので，標本空間上の U加法
族は標本空間のベキ集合になる。
(72) ここでは，拙論 (2013)における一般化資金移動関数を修正した。
(73) 西尾 (2011)61頁参照。
(74) 刈屋など (2011，p.51)によれば， Iここで bo= 1， j~O bJ <∞。またe，は
X，をXの過去 (X'-l'Xト 2'…}の線形結合で予測したときの予測誤差であり，
d(t)はXの過去の情報を利用して誤差なしに予測可能な確定的部分である。」
(75) 庚田・生駒 (2004)94頁。
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